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Résumé

Dans le cadre des neurosciences et plus particulierement dans la modélisation
mathématique des neurones, nous proposons la réalisation et I’étude d’un circuit
électronique simulant le modele de Morris-Lecar. Ce modele est inspiré du com-
portement électrique d’un axone moteur du Barnacle (une espéce de crustacé). La
modélisation du neurone par C. Morris et H. Lecar [1] reste simple mais conserve
toutefois des proprietés intéresantes, les bifurcations et la dynamique du modele sont
riches. Nous proposerons une implémentation du modele de Morris Lecar & ’aide de
composants discrets. L’étude des diagrammes de bifurcation en deux dimensions per-
met de repérer les zones de parametres intéressantes (comme les zones de bistabilités).
Une des applications du circuit est la construction d’un neurone de type burster au-
tonome, lequel produit des rafales de pulsations (ou spikes) sans source extérieure
d’excitation. Ce type de neurone, trés courant dans le systéme nerveux, intervient par
exemples dans le systeme thalamique durant le sommeil.

1 Introduction

Le modéle de Morris-Lecar a été déduit a partir de mesures de 'activité électrique
d’un neurone moteur du barnacle géant, le modele présente une dynamique intéressante.
En effet, le jeu d’équations différentielles, pourtant réduit, présente une dynamique riche.
Pour présenter et analyser ces propriétés du modéle nous proposons I’'implémentation et la
construction d’un circuit électronique simulant les équations. Dans les sections suivantes
nous présenterons d’abord le modeéle de Morris-Lecar pour ensuite formuler une premiére
approximation pour I'implémentation du circuit ainsi qu’une exploration de certaines bi-
furcation du circuit. Enfin la derniére section présente la version étendue du circuit ainsi
que 'imlementation d’un modele de burster.

2 Présentation du modele

Le modele de Morris-Lecar fait partie de la classe des modeles bi-dimensionnaux de
neurone. La description mathématique se base sur les observations expérimentales des cou-
rants ioniques & travers la membrane du neurone. Les différents canaux ioniques répondent
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a Dactivité électrique du neurone en s’ouvrant ou se fermant. Les courants ioniques im-
portants sont le calcium et de potassium (et les pertes ohmiques & travers la membrane).
Le premier (le calcium) représente 1’activation du neurone lorsque I'on applique une ex-
citation externe au neurone tandis que le potassium repolarise la membrane du neurone
vers la tension d’équilibre. Ce mécanisme d’activation/désactivation donne naissance a des
impulsions appelées “spikes”.

C’est ainsi que le neurone traite I'information en émettant une série d’impulsions
correspondant & une entrée donnée, la fréquence d’émission de ces spikes est modulée
par l'intensité du stimuli. Les variables dynamiques sont au nombre de deux et le jeu
d’équation complet peut se résumer de la facon suivante

CddL;n = gCAmaa:Moo(Vm)(Vm - VC’a) + gKmaxN(Vm - VK) + gL(Vm - VL) + Iy
%TJZ = /\N(Vm)(_N + G(Vm))

My (V) =0.5(1 + tanh((V — V1) /V2))
G(V) = 0.5(1 + tanh((V — V3)/Vi))
AN (V) = ¢cosh((V — V3)/2Vy).

Dans ces équations V,, représente la tension de la membrane (c’est & dire la différence
de potentiel entre I'extérieur et I'intérieur du neurone). Le courant ionique du potassium
est représente par le terme gxmaz N (Vi — Vi), ol la variable N représente la dynamique
du canal ionique. Le canal s’ouvre et se ferme avec une vitesse dépendante du voltage
de membrane. Le canal de calcium possede en principe aussi une dynamique du premier
ordre mais celle ci étant beaucoup plus rapide que celle du potassium on peut négliger les
transitoires et ’on suppose ce canal toujours & sa valeur d’équilibre (cette valeur d’équilibre
dépend bien stir du potentiel de membrane suivant la fonction My (V')). L’ouverture du
canal de calcium n’est donc pas représenté par une variable dynamique mais par une
fonction sigmoidale du voltage de membrane.

3 Premieéere approximation

Afin de simplifier I’étude des équations différentielles couplées et de faciliter la concep-
tion du circuit nous ferons une premiére approximation des équations (1). L’équation
différentielle dN/dt comporte une constante de temps dépendante du voltage de la mem-
brane V. Ce type d’équation différentielle est un probléme difficile en électronique. En
effet il est nécessaire de mettre en oeuvre des résistance controlables en tension (nous
verrons néanmoins dans la prochaine section un exemple d’implémentation). L’approxi-
mation concerne cette “constante de temps”, nous la prendrons égale & une valeur fixe. La
constante est fixée a la vitesse la plus rapide de transition. Par la suite pour mieux visua-
liser les variables du circuits nous effectuons une normalisation des variables de I’équation
(1), nous divisons la variable V,,, pour V,,. Le nouveau jeu d’équations différentielles (nor-
malisé) s’exprime alors

C% = gCAmamMoo(V)(V - 1) + gKmaa:N(V - VK) + gL(V - VL) + Iez
& = p(—-N+G(V))

My (V) = 0.5(1 + tanh((V — V1) /Va))
G(V) = 0.5(1 + tanh((V — V3)/V4)).
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F1G. 1 — (a) Représentation schématique des équations de Morris-Lecar.(b) Schéma du
circuit électronique

L’approximation n’est pas critique pour le fonctionnement du modeéle. Nous pouvons ob-
server que les principaux comportements sont conservés. Afin de mieux comprendre le
fonctionnement du circuit, une représentation logique de I’équation 2 est présentée dans la
figure 1. Cette représentation par bloc est la base de 1’élaboration du circuit, chaque bloc
logique est implémenté par des composants électroniques discrets. Accompagnant ce dia-
gramme, le schéma du circuit électronique est présenté (ainsi que en pointillés les différents
blocs logique). A continuation, nous présentons une partie des résultats expérimentaux ob-
tenus avec le circuit.

4 Diagrammes de bifurcations

La maniere la plus efficace d’étudier les zones de parametres du systéme est de tracer
les diagrammes de bifurcations. Dans cette section nous présenterons des bifurcations de
codimension 2, c’est & dire des bifurcations faisant intervenir deux parametres. En deux di-
mensions, différents choix de parameétres sont possibles, par exemple dans la figure 2 nous
tracons les comportements du systémes en fonctions de I’excitation extérieure et du pa-
rameétre Vy. Ce diagramme présente une particularité intéressante, lorsque le parametre Vy
est augmenté le type d’excitabilité du neurone change. Cette valeur représente I'inclinaison
de la fonction d’activation du potassium (I'inclinaison de la sigmoide). Le neurone passe du
type I au type II de maniére continue!. Ainsi, en variant un seul paramétre nous pouvons
obtenir une grande richesse de comportements. Notons que le changement d’excitation est
du & une bifurcation de Bogdanov-Takens (BT), cette bifurcation marque le passage d’une
bifurcation point de selle-noeud (SN) & une bifurcation de Hopf sous-critique. Tres pres de
cette bifurcation de Bogdanov-Takens apparait une bifurcation de type fronce (ou cusp en
anglais) due a la présence de trois points fixes, deux noeuds (un stable et I’autre instable)
et d’un point de selle, celle ci est trop preés pour pouvoir ’observer expérimentalement. Sur
le méme diagramme de bifurcation nous pouvons observer le passage d’une bifurcation de

1. la différence entre les deux types de neurone est importante, un neurone de type I émet des impulsions
en partant d’une fréquence quasiment nulle lorsque le courant d’excitation est augmenté. Le neurone de
type II commence & émettre des impulsions avec une fréquence déterminée. La différence entre les deux
modes est due au type de bifurcation (Hopf ou saddle-node).
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Fi1G. 2 — Bifurcation de codimension 2, les différents comportements du systéme sont
schématisés. Trois points de Bifurcation sont & remarquer: une bifurcation de Bogdanov-
Takens (BT), une bifurcation de Hopf généralisée (GH). (a) Diagramme I — Vy. (b) Dia-
gramme I — V3. Les autres paramétres du modéle sont: vy = 0V vg = 0.15V vz = 0.06V
vg = 0.15V gxmaz = 8MS goamaz = 4mS gr. = 2mS Vg = —0.66V Vp = 0.5V

Hopf super-critique 4 une bifurcation de Hopf sous-critique. Ce type de scénario s’appelle
une bifurcation de Hopf généralisé (noté GH) ou encore bifurcation de Bautin.

Nous pouvons tracer d’autres diagrammes de bifurcations, par exemple variant le
point moyen de P'activation du potassium (présenté dans la figure 2(b)).

5 Simulation des équations completes

Nous proposons a présent de construire un circuit simulant les équations de Morris-
Lecar complete, c’est & dire le jeu d’équation (1). La différence essentielle par rapport au
circuit précedent réside en une constante de temps dépendant du voltage de la membrane
Vim- La 7 constante” de temps de activation du potassium Ay (V) varie suivant une courbe
en forme de cloche. La solution pour le circuit électronique proposée est un filtre RC (un
intégrateur analogique) comportant une résistance dépendant du voltage de membrane
Vin. Ce circuit est représente dans la figure 3(a), la résistance variable est réalisée a 'aide
d’un transistor & effet de champ, ce type de composant présente un régime dans lequel il
se comporte comme une résistance controlable en tension?. Le montage représenté permet
de linéariser le transistor, la zone de résistance contrélable est ainsi étendue.

Le circuit complet est présenté dans la figure 3(a), dans cette figure la résistance
variable est agrandie. Dans la méme figure la résistance en fonction de la tension est
tragée, elle correspond & une allure gaussienne de la constante de temps (figure 3(b)).

2. Le FET (Field Effect Transistor) est utilisé dans un régime ou la zone depletée varie linéairement
avec la tension appliquée entre la grille et la source. Le composant se comporte alors comme une simple
résistance dont la valeur dépend de Vs (tension grille-source)
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Fic. 3 - (a) Schéma du circuit électronique complet.(b) caractéritique de la résistance
controlable en tension

6 Le burster autonome

Une application de ce circuit est la construction d’un circuit reproduisant le com-
portement des neurones dit “burster”. Ce type de neurone émet des rafales de spikes a
intervalle régulier. Dans un certain régime de paramétres du modele précedent, le circuit
présente une bistabilité, cette zone se repere facilement dans le diagramme de bifurcation
de la figure 4(a). Dans cette figure apparaissent les maxima du voltage de la membrane en
fonction de I'intensité du courant appliqué. Dans un intervalle de courant extérieur I, le
diagramme de bifurcation comporte un noeud stable ainsi qu'un cycle limite stable, I’al-
ternance entre ces deux états va permettre le bursting. En ajoutant au circuit précedent
un simple intégrateur nous pouvons passer d’un régime a un autre de fagon continue. Le
mécanisme consiste a augmenter le courant lorsque la tension de la membrane est dessous
un certain seuil (le systéme est alors au repos) et de diminuer I'intensité lorsque la tension
est au-dessus du seuil (le systéme est alors dans un régime de spike). Le cycle limite meurt
au contact du noeud stable dans une bifurcation homoclinique (la trajectoire se referme
sur le point fixe instable). La modification du jeu d’équation (1) est:

dav;
Cd—? = Z courants + Gourst Vourst

w (3)
RCQ Ig%r“ = (Vm - Vvseuil)

Nous avons ajouté un courant dépendant du voltage de membrane et de la tension
de seuil choisie. Ce modéle se comporte comme un burster autonome.

7 Conclusions

L’étude et la réalisation du circuit & permis de mettre en évidence plusieur types
de bifurcations de codimension 2 et de plus a identifié un parameétre critique pour le
choix de l'excitabilité du neurone. Une application directe du circuit est par exemple
simuler ’association de plusieurs neurones de Morris-Lecar ou méme de plusieurs burster
autonomes.
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F1G. 4 - (a) Diagramme de bifurcation du systéme dans un régime bistable. (b) Exemple
de série temporelle obtenue a partir du circuit.
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